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KHATSKEVICH M. V., GOLOVKO V. A., MIKHNYAEV L. P. Recognition of tree crowns on image using neural network methods 
The article proposes the approach to solving the problem of tree crown recognition in satellite imagery. The main components of the architecture of 
U-Net neural network are given. The process of solving the problem of tree crown recognition in satellite imagery using U-Net neural network architec-
ture. Based on experimental data, it can be concluded that the selected U-Net neural network architecture shows good enough results for solving the 
problem of tree crown recognition in satellite images. 
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Чайко В. В., Коновалов О. Л., Краснопрошин В. В. 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СХЕМА МОДЕЛИРОВАНИЯ НАПРЯЖЕННО-
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ НА ОСНОВЕ МЕТОДА РЕШЕТКИ ПРУЖИН 
 
Введение. В практике численного эксперимента актуальна про-
блема построения вычислительных схем моделирования специфиче-
ских задач напряженно-деформированного состояния (НДС), решение 
которых стандартными хорошо изученными методами (разностные 
методы, метод конечных элементов, метод конечных объемов и др.) 
либо невозможно, либо сопряжено с серьезными сложностями. 
Рассмотрим несколько классов задач, в которых вышеназван-
ные методы используются редко: 
1. Задачи разрушения и образования трещин в упругом твердом 
теле, а также с возможным наличием предустановленных (естест-
венных) трещин [1, 2]. 
2. Задачи с сопряженными физическими процессами, например, в 
которых деформируемое твердое тело взаимодействует с пористой 
средой либо гидравлическими трещинами (моделирование гидро-
разрыва пласта) [1, 2]. 
3. Задачи с гранулированной средой, контактными взаимодействия-
ми элементов твердого тела [3]. 
Одним из популярных подходов при исследовании такого рода 
задач является использование дискретно-элементных (ДЭ) моделей. 
В данной работе мы будем рассматривать семейство ДЭ методов, 
множество разновидностей которого исследуются в литературе под 
следующими названиями: метод решетки пружин (Lattice String, 
Distinct Lattice Spring) [4, 5], метод масс-с-пружинками (Mass-Spring) 
[6], метод частиц-с-пружинками (Particle-Spring) [3]. В данной работе 
будет введен обобщенный термин для семейства таких методов.  
 
 Рисунок 1 – Пример LS-схемы 
Определения и постановка задачи. Определим LS-схему 
(Lattice spring) как вычислительную схему для решения задачи де-
формации твердого тела, поставленной в рамках модели НДС. В 
любой LS-схеме исследуемое деформируемое твердое тело пред-
ставляется как набор частиц и связей (пружин), их соединяющих, 
обладающих определенным набором параметров. Часто параметры 
связи задают жесткость пружины при деформациях в определенном 
направлении относительно вектора первоначального расположения 
связи, например, нормальное и тангенциальное. Частицы (узлы) и 
связи (ребра) задают сетку определенной структуры, с помощью 
которой дискретизируется исследуемое твердое тело. Кроме того, 
определяется правило (функция усилия связи), по которому рассчи-
тывается сила, оказываемая связью на смежные частицы в зависи-
мости от величины её деформации и других свойств. С помощью 
этого правила могут быть заданы уравнения движения (для динами-
ческих задач) или уравнения баланса (для статических задач) сис-
темы частиц. Решение полученных уравнений дает информацию о 
движении частиц и, если выбранная LS-схема корректна, о поведе-
нии исходной НДС модели. 
Под определение LS-схемы попадает большой класс вычисли-
тельных схем, которые могут иметь принципиальные различия меж-
ду собой. Различия LS-схем касаются следующего: 
1. Структура сетки, формируемой частицами и связями. Регуляр-
ность, случайность, размер окрестности вокруг частицы, в котором 
установлены связи, прочие свойства сетки. 
2. Список используемых параметров на связи. При расчете сил свя-
зи могут использоваться пружины на нормальную, тангенциальную, 
угловую деформацию с индивидуальными параметрами упругости, 
вязкости, пластичности, накопления разрушения и прочего. 
3. Правило расчета функции усилия связи. Определяет способ рас-
чета итоговой силы на связи: использование линейного или нели-
нейного закона деформирования; правило одновременного исполь-
зования нескольких пружин [7]; зависимость параметров от длины 
связи, использование (для связей с нормальной и тангенциальной 
пружиной) первоначальной нормали связи либо вычисление норма-
ли по деформации окрестности частицы [4]. 
Для получения параметров LS-схем и доказательства их адек-
ватности модели НДС обычно проводится достаточно сложное тео-
ретическое исследование (например [8]). Зачастую такой подход 
обладает следующими недостатками: 
1. Корректность LS-схемы доказывается только при достаточно 
большом числе используемых элементов или прочих предельных 
характеристиках схемы. 
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2. Полученная схема корректна для моделей НДС с произвольными 
свойствами. Свойства материалов и размерность практических за-
дач зачастую лежат в определенном диапазоне. Остается открытым 
вопрос о построении более точных схем для заданного диапазона 
параметров модели НДС. 
3. Даже при незначительном изменении структуры LS-схемы зачастую 
требуется проводить работу по доказательству корректности схемы и 
нахождению ее параметров. Для некоторых LS-схем теоретическое 
доказательство их корректности и способ получения параметров явля-
ется нерешенной задачей (например, корректность RMIB-схемы (Real 
Multidimensional Internal Bond) [4] на регулярной сетке явным образом 
не следует из RBIM-теории для случайных сеток). 
Подход, предложенный в этой работе, направлен на разрешение 
этих недостатков с использованием ресурсов высокопроизводитель-
ных вычислений. Цель данной работы – предложить методику экс-
периментального исследования, верификации и получения парамет-
ров LS-cхемы для заданной модели НДС. 
Методика исследования LS-схем. Для исследования LS-схемы 
предлагается методика, включающая последовательность численных 
экспериментов. Опишем обобщенный алгоритм исследования LS-схемы. 
Исследование LS-схемы можно разделить на следующие этапы: 
1. Верификация LS-схемы. 
Ранее мы отметили, что параметры практических задач нахо-
дятся в конкретных диапазонах. Условимся, что параметры LS-
cхемы и НДС-модели принадлежат множествам LSW  и ModelW . 
Исходя из размерности задачи и доступных вычислительных ресур-
сов, множества параметров LSW  и ModelW  сужаются на конечные 
подмножества LSG  и в дальнейшем, выводы о корректности и точ-
ности схемы на параметрах из множеств LSG  переносятся и на 
множества параметров LSW  и ModelW . 
а) Проверка поведения LS-схемы без использования моделей НДС. 
Для каждой LS-схемы с набором параметров из LSG  проводит-
ся ряд экспериментов, позволяющих исключить некорректные схемы 
на основании несоблюдения базовых физических свойств: законы 
сохранения, изотропия материалов; а также неразрешимости полу-
ченных уравнений движения или баланса. 
б) Сравнение поведение LS-схемы с использованием моделей НДС. 
Для того чтобы определить, что данная LS-схема адекватна оп-
ределенной модели НДС, создается набор модельных задач, мак-
симально полно описывающие свойства деформируемого твердого 
тела (пример задач, для которых получено аналитическое решение, 
изложен в [9]). Вводится M – мера сходства решения LS-схемы и 
модели НДС на заданном наборе задач.  
Для каждого набора параметров из Model Modelp GÎ  с помощью 
процедуры OptimizeLS находится набор параметров для LS-схемы 
( )LS Modelp OptimizeLS p= , LS LSp Î W  c наилучшей мерой 
сходства M решений, полученных при решении модельных задач. В 
общем случае разработка процедуры для эффективного нахождения 
таких параметров – нетривиальная задача оптимизации. Однако для 
некоторых видов LS-схем построить такой метод не составляет тру-
да, что можно увидеть в разделе 3. 
На этом этапе решается вопрос о существовании LS-схем с при-
емлемой мерой сходства для моделей с параметрами из ModelG . В 
дальнейшем разработанная процедура OptimizeLS может быть ис-
пользована в качестве инструмента для получения параметров LS-
схемы по заданной модели НДС 
2. Получение функциональной зависимости параметров LS-схемы 
от свойств модели. Во многих известных LS-схемах зависимость 
( )LS Modelp F p=  имеет вид несложной рациональной функции. 
Например, зависимость параметров двухмерной RMIB-схемы [4] 
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Используя это наблюдение, нахождение функциональной зави-
симости параметров схемы можно свести к решению задачи рацио-
нальной регрессии. По результатам предыдущих этапов может быть 
получена информация о точности LS-схемы в целом и для опреде-
ленных диапазонов параметров. 
Исследование VIB схемы на регулярной сетке. Продемонст-
рируем метод исследования на примере конкретной LS-схемы, ис-
пользующей регулярную сетку и нормальную линейно деформируе-
мую пружину. Опишем используемую модель НДС и исследуемую 
LS-схему. 
Модель НДС описывает статическую задачу деформации твер-
дого тела с малыми перемещениями и представлена системой 
дифференциальных уравнений [9] 
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Для получения решения модельных задач использовалась раз-
ностная схема полученная аппроксимацией данных уравнений на 
сетке с мелким шагом. С использованием правила Рунге шаг сетки 
подобран так, чтобы погрешность решений не превышала 10-5. 
Выбран следующий набор модельных задач. На прямоугольник 
A×B, заполненный упругим твердым материалом с параметрами из 
таблицы 1, действует внешняя сила F0, направленная под заданным 
углом g . От теста к тесту варьируется величина силы F0 и угол ее 
приложения 4.30, ,
8 8
pì ü
ï ïpï ïpg Î í ý
ï ï
ï ïî þ
. Мера сходства определяется по 
тесту с наибольшим отклонением решения LS-схемы и модели НДС. 
 Рисунок 2 – Структура сетки LS-схемы. 
Формирование модельных задач 
 
Исследуемая LS-схема — модификация VIB (Virtual Internal 
Bond) [4] схемы. Частицы и связи образуют регулярную сетку, пока-
занную на рисунке 2. При расчете сил на связи используется одна 
Вестник Брестского государственного технического университета. 2019. №5 
Физика, математика, информатика 26 
пружина, учитывающая абсолютное удлинение связи. Жесткость 
пружины различается на прямых и диагональных связях и обознача-
ется k1  и k k2 1= a . Пружина действует на частицу с силой 
( )F k l l0= - , направленной вдоль вектора связи (где l  и l0  
текущая и первоначальная длины связи).  
 
Таблица 1 – Параметры LS-cхемы и модели НДС 
Параметры 
модели НДС 
Диапазон Параметры LS-схемы Диапазон 
Модуль Юнга 0.5-5 ГПа Жесткость прямой пру-
жины 
0.5-5 ГПа 
Коэффициент 
Пуассона 
0.1-0.4 a  (Отношение жестко-
стей диагональной и 
прямой пружины) 
0-2 
Длина сторон. A, B. 1-5 м Длина нормального 
ребра сетки, l 
0.001-0.1 
 
Отклонение решений LS-схемы и модели НДС назовем 
( ) ( )
( )
el LSx y
elx y
u x y u x y
u
u x y
mod,
mod,
max , ,
max ,
-
D = , где ( )elu xmod  и 
( )LSu x  – поля перемещения деформируемой среды, полученные 
решением LS-схемы и модели-НДС. 
Исследование LS-схемы проводится в соответствии с этапами, 
описанными выше. 
 Рисунок 3 – Пример формирования сетки для теста на изотропию 
среды 
 
1.а. В этом эксперименте проверяется изотропное поведение 
среды при одинаковых параметрах схемы, но различными поворо-
тами сетки. Для этого строится сетка, заполняющая исходный пря-
моугольник A×B, имеющая углы направления связей 
4.30, ,
8 8
pì ü
ï ïpï ïpb Î í ý
ï ï
ï ïî þ
. Пример такой сетки для 
8
p
b =  показан на 
рисунке 3. Сила F0 прикладывается под углом 0g = . Погрешно-
стью решения некоторой схемы ( )0e  назовем отклонение от ре-
шения той же схемы с 0b = . 
На рисунке 4 показаны результаты тестирования для схемы с 
параметром k=109 при изменении отношения жесткостей диагональ-
ной и прямой пружины a . По графику видно, что критерий изотро-
пии среды соблюдается лучше всего для параметра a  = 0.5. 
 
 
Рисунок 4 – Результаты эксперимента 1.а 
 
 Рисунок 5 – Результаты эксперимента 1.б 
 
1.б. Исследуется схема с a  = 0.5. Суть этого эксперимента за-
ключается в построении процедуры OptimizeLS. Для фиксированных 
параметров модели E и v вычисляется погрешность LS-схемы с 
определенным диапазоном параметров k. Здесь погрешность e  
определяется как отклонение между решением LS-схемы и модели 
НДС на худшем тесте из набора модельных задач. Параметр k, на 
котором схема имеет наименьшую погрешность, будет оптимальным 
для заданной модели НДС. На рисунке 6 показаны результаты тес-
тирования для модели НДС с фиксированным E = 1.5 ГПа и различ-
ными коэффициентами Пуассона. 
Результаты показывают, что наиболее точное решение может 
быть получено для v = 0.33. Как видно по характеру получаемых 
графиков, для данной задачи процедуру OptimizeLS можно эффек-
тивно реализовать каким-либо методом поиска локального миниму-
ма, например методом деления пополам. Кроме того, использование 
OptimizeLS для заданных параметров позволяет оценить погреш-
ность схемы e =0.07. 
 
 
Рисунок 6 – Результаты эксперимента 2 
 
2. Цель этого эксперимента состоит в получении функциональ-
ной зависимости параметров схемы. На рисунке 7 показаны резуль-
таты вычисления параметра k, полученного функцией OptimizeLS 
при различных параметрах E и размерах ребра сетки l. 
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Из проведенных тестов получаем следующую зависимость па-
раметров для исследуемой схемы: 
a  = 0.5; 
 u  = 0.33; (3) 
k  = 0.67·Е. 
Как видно из эксперимента 1.б., точность полученной схемы с 
оптимальными параметрами невысока даже для сравнительно 
большого числа частиц. Это связано с получением больших погреш-
ностей на модельных задачах с углами γ, не совпадающими с на-
правлениями ребер регулярной сетки. Из полученных результатов 
можно предположить, что данную схему следует применять только в 
задачах, для которых известно, что вектора главных напряжений и 
направлений ребер сетки коллинеарны. 
Заключение. Задачи, решаемые в современном компьютерном 
моделировании, постоянно усложняются за счет совершенствования 
аппаратной и программной базы параллельных вычислительных 
систем. В данной работе предлагается способ задействовать вычис-
лительные ресурсы также и для исследования и калибровки схем, 
дальнейшее использование которых непосредственно определяет 
качество численного моделирования. 
Предлагаемый подход продемонстрирован для структурно про-
стой LS-схемы, использующей регулярную сетку и нормальную ли-
нейно деформируемую пружину. Несмотря на простоту, подобные 
схемы могут иметь практическое применение. Мотивация использо-
вания регулярной сетки связана с удобством реализации эффектив-
ных алгоритмов с помощью массово-параллельных систем. Кроме 
того, благодаря специальной структуре сетки, с ребрами, располо-
женными под фиксированными углами, схема может быть расшире-
на для моделирования анизотропных свойств среды.  
Для исследуемой LS-схемы процедуры получения параметров 
не потребовали больших вычислительных затрат, чего нельзя ут-
верждать для произвольной LS-схемы. Цель дальнейшей работы 
состоит в получении эффективных методов для исследования и 
калибровки структурно более сложных LS-схем. 
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Ведение. Задача обучения нейронной сети прямого распространения состоит в нахождении весовых коэффициентов ijw  и порогов jT  
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